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Motivation

= Euklidische Metrik ist intuitiv und allgegenwartig
= Andere Metriken sind ungewohnt

= Abstande bestimmen Nahe, Nachbarschaft und
Struktur im Raum

= Visualisierung der Voronoi Diagramme um das
Verhalten einer Metrik besser zu verstehen

[1] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclidean_Voronoi_diagram.svg



Karlsruhe Metrik (Moskau Metrik)

= |[nspiriert vom Stadtplan von Karlsruhe

= Kurzester Pfad aus
= radialen Strahlen vom Ursprung
= Kreisbogen um den Ursprung

= Stuckweise Metrik

[1] https://link.springer.com/chapter/10.1007/3-540-50728-0_61 3
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Related Work

= Voronoi Diagramme fur die euklidische Metrik sind ausfuhrlich
untersucht

* Im 3D Raum liegt der Fokus auf Berechnung und Anwendung
= Keine etablierte Standardvisualisierung in 3D

= Visualisierung in 3D von nicht-euklidischen Metriken ist kaum
untersucht




Related Work

= Fortgeschrittenen Praktikum
von Sebastian Zins im SS 2025

= Visualisierung von Voronoi
Diagrammen auf der
Kugeloberflache

= https://pille.iwr.uni-

heidelberg.de/~voronoi01/




Karilsruhe Metrik

6(P, Py) Winkelabstand (Radiant)

min(ry, rz) - §(P, Py) + |rp — 1y
min(ry,ry) - 6(Py, P,) Kreisbogenliange

dy(P, Pp) = m1n< r, + 1,

6(Py, Py)




Ka I'ISI'u he Metri k 6(Py, Py) Winkelabstand (Radiant)

min(ry,1,) - 6(P;, P,) Kreisbogenliange
min(ry, ;) - 8(Py, Py) + |ry — I‘2|>

dk(Pli Pz) == mln( rl + rz

min(ry, 1) - 6(Py, Py) + |rp —rp|,  6(P,Py) <2

I‘1+I‘2

dk(Pli PZ) — {

6(Py, Py)
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1‘2 ° 2+I‘1—I‘2=I'1+I'2

Karilsruhe Metrik

. (min(ry,ry) - 6(P, Py) + [y — I‘2|)
dk(Pli Pz) -_ mln( rl + rZ

dk(Pli PZ) =

min(ry,ry) - 8(P, By) + |[ry — 15, 6(P,P) <2
1 + Iy

Py

5(131, Pz) - 2
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Karlsruhe Metrik in n-Dimensionen

y
min(ry,ry) - 6(Py, Py) + [r; — 15, 6(P,P) <2 P(r, @) T‘
di (P, P,) = 1, T2 1, b2 1~ I 1, b2 o
r1+r2 ’0‘
T‘\(‘Np
o K

In 2D mit Polarkoordinaten: P;(r{,®1), P,(15, ©,)
S5(P,B) = | o1 — @5l

In 3D Winkelabstand 6 (P;, P,) uber das Skalarprodukt:

-

a-b =Nal llbll cosB
) a-b

Lallllbll

6 = cos”
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Bisektoren

X | dist(P,X) = dist(P,, X)

= Voronoi Diagramm fur zwei Punkte

* In der euklidischen Metrik: Eine Gerade bzw. Hyperebene unterteilt
den Raum

[1]

[1] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mittelsenkr-ab.svg
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Voronoi Diagramme

= Voronoi Zelle V,, fur eine Menge von Punkte P,
Vi = {X | dist(P, X) < dist(P, X) fiir allej # k}

= Alle Punkte X deren nachster Nachbar P, ist

e
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Berechnung von Voronoi Diagrammen

= Alle Mittelsenkrechten berechnen O(n?log n)

= Fur die euklidische Metrik gibt es effizientere Algorithmen, oft O(n?)
= Sweepline ,Wave Front® ,Beach Line” O(n log n)

» Theoretisch auch fur die Karlsruhe Metrik moglich

= Aber: keine Bibliotheken/Implementierungen verfugbar
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Berechnung von Voronoi Diagrammen

= FUr Visualisierung: Brute Force Approach
= Jedem Punkt wird eine Farbe (label) zugeordnet

= Fur jedes Pixel wird der Abstand zu allen
Punkten berechnet

= Pixel erhalt Farbe des nachsten Nachbarn

= n Abstandsberechnungen pro Pixel

[1] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclidean_Voronoi_diagram.svg 16



Implementierung

« Weiterentwicklung von Sebastians Praktikum

* Unity: 3D Game Engine

= Zufallig verteilte Punkte in einer Kugel

= Jeder Punkt besitzt eine Farbe

* Pro Pixel: Abstand zu allen Punkten berechnen

* Fragment Shader/Pixel Shader berechnet sowieso den Farbwert fur
jedes Pixel
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Fragment/Pixel Shader

Grafikpipeline z.B. mit OpenGL, Vulkan oder Direct3D
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vertex shader triangle assembly

[1] https://webdocs.cs.ualberta.ca/~pierreb/CMPUT411/

rasterization

fragment shader

testing & blending
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Karilsruhe Metrik in 2D

Euklidische Metrik Karlsruhe Metrik Schnittmenge/Differenz
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Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberflache
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Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberflache

min(ry,13) - (P, Py) + [ry — 1y, o(P,Py) <2

dx (P, Py) ={ ot
1 2

ry =r, =7 — Punkte auf der Kugeloberflache

r-8(P,P,) 5(P,P,) <2 Geodate auf Grol3kreis

dp (P, Py) = {
2r Tunnel durch Kugelmittelpunkt
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Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberflache
l l

Mercator-Projektion

7"‘6(1:)1, Pz), 6(P1, Pz) <2 :
dp (P, P,) = Unterschied zur geodéatischen

I Distanz auf GroRRkreisen
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Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberflache
' |

Bei gleichem Abstand ,gewinnt” der zuletzt getestete Punkt
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Voronoi in 3D

* Punkte zufallig in der Kugel verteilt

« Kugel ist der Raum, notwendig fur Fragment Shader
Py

Zwiebelschalen®
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.Zwiebelschalen*
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Querschnitte
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Querschnitte

Image

Fragment Shader kennt:

- Position des Pixels

- Punkt auf der Kugeloberflache

- Schneide die Gerade mit der Slice-Ebene

- Am Schnittpunkt die Farbe des nachsten
Punktes finden
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Querschnitte
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Querschnitte

= Transparenz ist schwer zu interpretieren

= Uberlagerung von mehr als zwei
transparenten Objekten fuhrt zu
Mehrdeutigkeit

= Zwei transparente Objekte z. B. zwei
Querschnitte, noch verstandlich

= Drei transparente Ebenen — visuell
uberladen
z.B. zwei Querschnitte und transparente
Kugeloberflache
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Bisector Flache mit Ray Marching
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Ray Marching
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Bisector Flache mit Ray Marching

Bisektor zwischen P, und P, :

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3
X | dist(Py,X) = dist(P,, X) /\ /\ /\
F(X) = dist(P, X) - dist(P,,X) = 0 F(§X) >0 F(X) > 0 F(Xi) >0 F(Xf) <0
. .

Laufe entlang dem Stranhl, bis sich das Vorzeichen von F(X) andert.

Die Nullstelle muss sich im letzten Schritt befinden.

Mit numerischen Verfahren kann die Nullstelle weiter angenahert werden.
Zum Beispiel: Lineare Interpolation, Newtonverfahren
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Bisector Flache mit Ray Marching
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Bisektoren bei gleichem Radius
Bisektor: Menge der Punkte X mit dy(P;, X) = dx (P, X)

min(rj,ry) - 6P, X) + |rj —ry|, 8P, P) <2
X) =
I'j + Iy

min(ry, ry) - 6(P, X) + [r; — 1| = min(ry, ry) - 8(Py, X) + [r; — 1y
' =Ir,=r7r
min(r,ry,) - 6(P;, X) + |r — 1y | = min(r,r,) - §(P, X) + |r — 1y,

§(P, X) = 8(Pp, X)

Bisektorbedingung ist unabhangig vom Radius r,,

34



Bisektoren bei gleichem Radius
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Eigenschaften: Translationsinvarianz

Karlsruhe Metrik Euklidische Metrik
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Einheits “Kreise”




Eigenschaften: Konvexe Voronoi Zellen

Euklidische Metrik: Ja

Fur je zwei Punkte in einer Voronoi
Zelle liegt der euklidische Pfad in der
Zelle.
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Konvexe Voronoi Zellen in der Karlsruhe Metrik?

Fur je zwei Punkte in einer Voronoi
Zelle liegt der euklidische Pfad in der
Zelle? Nein

Fur je zwei Punkte in einer Voronoi
Zelle liegt der Karlsruhe-Pfad in der
Zelle? Nein
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Sternformig / Starshaped

Eine Menge M von Punkten heil}t sternformig,
wenn es einen Punkt (Sternzentrum) gibt, von dem
aus alle Punkte der Menge ,sichtbar” sind.

,oichtbar’ — der euklidische Pfad liegt in der Menge

m-sternformig bezuglich der Metrik m:

Eine Menge M von Punkten heil3t m-sternformig,
wenn es einen Punkt gibt, fir den ein kurzester
Pfad in der Metrik m zu einem beliebigen Punkt x €
M vollstandig in M liegt.
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m-sternformig / m-starshaped

m-sternformig bezuglich der Metrik m:

Eine Menge M von Punkten heifl3t m-
sternformig, wenn es einen Punkt gibt,
fur den ein kurzester Pfad in der Metrik m
zu einem beliebigen Punkt x € M
vollstandig in M liegt.

Dehne, F., Klein, R. “The big sweep”: On
the power of the wavefront approach to
Voronoi diagrams. Algorithmica 17, 19-32

(1997).
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Future Work

= |n 2D: Wavefront Algorithmus
= |n 3D: Volume Rendering mit Ray Marching

= Andere nicht-euklidische Metriken?

[1]

[1] https://www.lix.polytechnique.fr/~nielsen/GPUQuantumVoronoiDiagrams-draft.pdf
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Zusammenfassung

= Direkte Visualisierung statt expliziter Berechnung

» GPU statt spezieller Algorithmen

« Shader liefert direktes Feedback: z.B. Punkte verschieben, Kugel rotieren
= 3D braucht Interaktion, nicht nur Abbildungen

= Transparenz bleibt schwierig
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Fortune‘s Algorithm ,,Wavefront“ ,,Beachline”

(1]

[1] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fortunes-algorithm-slowed.gif
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Shader of the Week

Build and Share your best shaders
with the world and get Inspired

P PayPal Donate

Become a patreon

Latest contributions: "weird stuff by Kaushik" by corpernicus 1 minute ago, "Quad
Back Snake” by sol_alcatraz 5 minutes ago, "Wave RightToLeft” by alkuzn 14 minutes ago, "TAA
with motion vector” by 73begonia 1 hour ago, "Ada’s Rational Bernoulli Numbers” by mla 2
hours ago

STATION 17 by Zerofile D4 077

Featured Shaders

Kisin Botle (3D) by lara <07z W03

Radiolzrizn #3 by tdhooper 17455 Wi43 Trizute - Journey! by Shakemayst@® 126517 W823

[SIG15] Entrytevel by dila

www.shadertoy.com

47



	Slide 1: Voronoi Diagrams in 3D Space
	Slide 2: Motivation
	Slide 3: Karlsruhe Metrik (Moskau Metrik)
	Slide 4: Karlsruhe Metrik
	Slide 5: Karlsruhe Metrik
	Slide 6: Karlsruhe Metrik
	Slide 7: Related Work
	Slide 8: Related Work
	Slide 9: Karlsruhe Metrik
	Slide 10: Karlsruhe Metrik
	Slide 11: Karlsruhe Metrik
	Slide 12: Karlsruhe Metrik in n-Dimensionen
	Slide 13: Bisektoren
	Slide 14: Voronoi Diagramme
	Slide 15: Berechnung von Voronoi Diagrammen
	Slide 16
	Slide 17: Implementierung
	Slide 18: Fragment/Pixel Shader
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21: Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberfläche
	Slide 22: Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberfläche
	Slide 23: Karlsruhe Metrik auf der Kugeloberfläche
	Slide 24: Voronoi in 3D
	Slide 25: „Zwiebelschalen“
	Slide 26: Querschnitte
	Slide 27: Querschnitte 
	Slide 28: Querschnitte 
	Slide 29: Querschnitte 
	Slide 30: Bisector Fläche mit Ray Marching 
	Slide 31: Ray Marching 
	Slide 32: Bisector Fläche mit Ray Marching 
	Slide 33: Bisector Fläche mit Ray Marching 
	Slide 34: Bisektoren bei gleichem Radius
	Slide 35: Bisektoren bei gleichem Radius
	Slide 36: Eigenschaften: Translationsinvarianz
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42: Future Work 
	Slide 43: Zusammenfassung 
	Slide 44: Fragen?
	Slide 45: Literatur
	Slide 46: Fortune‘s Algorithm „Wavefront“  „Beachline“
	Slide 47: www.shadertoy.com

